
Introduction à l’étude des modèles 
physiques par des outils stochastiques

 1

Cane Gaëtan  
LJAD, UCA 

TSMS 
16 Janvier 2022



PARTIE I 
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2



   

Rappels de probabilités

• On dit que  est une mesure de probabilité sur  si et seulement si . ℙ (Ω, ℱ) ℙ(Ω) = 1

• Soit  un espace mesurable.(Ω, ℱ)

3



   

• On dit que  est une variable aléatoire sur  si et seulement si     est une fonction 
mesurable.  

X (Ω, ℱ, ℙ) X : Ω → ℝ

Rappels de probabilités

• On dit que  est une mesure de probabilité sur  si et seulement si . ℙ (Ω, ℱ) ℙ(Ω) = 1

• Soit  un espace mesurable.(Ω, ℱ)

3



   

• On dit que  est une variable aléatoire sur  si et seulement si     est une fonction 
mesurable.  

X (Ω, ℱ, ℙ) X : Ω → ℝ

Rappels de probabilités

• On dit que  est une mesure de probabilité sur  si et seulement si . ℙ (Ω, ℱ) ℙ(Ω) = 1

∀A ⊂ ℝ, ℙ(X ∈ A) = ∫A
dμ(x) = ∫A

f(x)dx .

• On dit que  a pour loi   si et seulement si : X μ

• Soit  un espace mesurable.(Ω, ℱ)

3



   

• On dit que  est une variable aléatoire sur  si et seulement si     est une fonction 
mesurable.  

X (Ω, ℱ, ℙ) X : Ω → ℝ

𝔼μ [g(X)] = ∫ℝ
g(x)f(x)dx .

• Soit  une fonction mesurable alors on a :g

Rappels de probabilités

• On dit que  est une mesure de probabilité sur  si et seulement si . ℙ (Ω, ℱ) ℙ(Ω) = 1

∀A ⊂ ℝ, ℙ(X ∈ A) = ∫A
dμ(x) = ∫A

f(x)dx .

• On dit que  a pour loi   si et seulement si : X μ

• Soit  un espace mesurable.(Ω, ℱ)

3



   

• On dit que  est une variable aléatoire sur  si et seulement si     est une fonction 
mesurable.  

X (Ω, ℱ, ℙ) X : Ω → ℝ

𝔼μ [g(X)] = ∫ℝ
g(x)f(x)dx .

• Soit  une fonction mesurable alors on a :g

Rappels de probabilités

•  représente la moyenne de la variable aléatoire 𝔼[X] X .

• On dit que  est une mesure de probabilité sur  si et seulement si . ℙ (Ω, ℱ) ℙ(Ω) = 1

∀A ⊂ ℝ, ℙ(X ∈ A) = ∫A
dμ(x) = ∫A

f(x)dx .

• On dit que  a pour loi   si et seulement si : X μ

• Soit  un espace mesurable.(Ω, ℱ)

3



   

Un exemple de variable aléatoire discrète
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Un exemple de variable aléatoire continue
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Un exemple de variable aléatoire continue
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On dit que  est une variable aléatoire continue. 
 suit une loi exponentielle, elle modélise les temps d'attentes du bus, du tram, à la poste etc...  
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1
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Soit  dans  et  on définit : u ℝ t ≥ 0

ℬN
u (t) = u +
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∑
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u ( ⋅ ) → ℬu( ⋅ ) ℬu( ⋅ ) ℝ u

•  a pour densité  où : ℬu(t) fu

fu(t, x) =
1

2πt
exp (−
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2t ) .
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Équation de la chaleur
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=
1

2πt ∫ℝ
ρ0(x)exp (−

|x − u |2

2t ) dx .

Soit  une fonction lisse. On définit : ρ0

ρ(t, u) = 𝔼 [ρ0 (ℬu(t))]
= ∫ℝ

ρ0(x)fu(t, x)dx

On peut montrer que  est solution de : ρ

∂tρ(t, u) =
1
2

Δ[ρ](t, u) .

Le mouvement Brownien induit de la diffusion.
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• La trajectoire de nos particules est codée par Xn .

•  représente la trajectoire d’une particule.SN

• On scale en temps et en espace N−1S⌊Nt⌋ → ρ .

En faisant un scaling en temps et en espace pour un grand nombre de 
particules on observe quelque chose macroscopiquement.

BIENVENU DANS LA PHYSIQUE STATISTIQUE !
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Motivations
1953 : Première expérience numérique par Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou.

2014 : Théorie formelle de Spohn
• Système avec de nombreuses quantités conservées (énergie, moment,…) et interactions locales. 
• Classes d’universalités (diffusion, diffusion fractionnaire…)
Peu de résultats théoriques : Jara, Komorowski et Olla en 2015.

Comprendre la diffusion d’énergie dans les chaînes d’oscillateurs anharmoniques.

Échelle microscopique

Propriétés macroscopiques
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Générateur Infinitésimal : ℒ+ε 𝒮 .
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Objectif de l’étude

15



Objectif de l’étude

15

E(t) =
1
2 ∑

x∈ℤ

p(t, x)
2

+
1
2 ∑

x∈ℤ

q(t, x + 1) − q(t, x − 1)
2
= ∑

x∈ℤ

e(t, x) .

P(t) = ( ∑
x∈ℤ

(p1(t, x) − Bq2(t, x)), ∑
x∈ℤ

(p2(t, x) + Bq1(t, x))) .

La dynamique préserve l’énergie et le moment.
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Distribution de Wigner
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∥ ̂ψ 1(t)∥2
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̂ψ 2(t, k) = θ2,B(k)[ ̂p 1(t, k) − iω1(k) ̂q 1(t, k) − i ̂p 2(t, k) − ω1(k) ̂q 2(t, k)] .∀(t, k) ∈ [0,T] × 𝕋,



Distribution de Wigner
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2
, k) .

On définit  pour tout  par : 𝒲ε : [0,T] → (S × S)′ J = (J1, J2)
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Équation de Boltzmann linéaire

∂t fi(t, u, k) +
vB(k)

2π
∂u fi(t, u, k) = [ℒB f ]i(t, u, k) . Échelle 

 mésoscopique

 converge vers  où :𝒲ε f = ( f1, f2)

• Résultat prouvé pour  par Basile, Komorowski et Olla en 2009. 
• Résultat prouvé pour  par Saito, Sasada et Suda en 2018.
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B = 0
B ≠ 0

[ℒB f ]i(t, u, k) =
2

∑
j=1

∫𝕋
θ2

i,B(k)R(k, k′ )θ2
j,B(k′ ) ( fj(t, u, k′ ) − fi(t, u, k))dk′ .

vB(k) =
sin(πk)cos(πk)

sin2(πk) + B2

4

et θ2
1/2,B =

1
2

± B

4 sin2(πk) + B2

4

.
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Processus de Lévy stables
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Alors : 
Soient  et  une mesure sur  telle que .α ∈ (1,2) σ ℝ* dσ(r) = |r |−α−1 dr

 et  ∫ℝ*
min(1,r2)dσ(r) < + ∞ ∫ℝ*

r2dσ(r) = + ∞ .



Processus de Lévy stables

 est un processus de Lévy partant de u de mesure  ssi :Yu( ⋅ ) σ

𝔼 [ exp (iθYu(t))] = exp (− |θ |α + iθu) .
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𝔼 [ exp (iθYu(t))] = exp (− |θ |α + iθu) .
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Alors : 
Soient  et  une mesure sur  telle que .α ∈ (1,2) σ ℝ* dσ(r) = |r |−α−1 dr

 et  ∫ℝ*
min(1,r2)dσ(r) < + ∞ ∫ℝ*

r2dσ(r) = + ∞ .

∂tρ(t, u) = − (−Δ)
α
2[ρ](t, u)

ρ(t, u) = 𝔼 [ρ0 (Yu(t))]
On définit :

Alors : 

ρ(t, u) = 𝔼 [ρ0 (Bu(t))] .

∂tρ(t, u) = Δ[ρ](t, u) .
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Un processus de saut
[ℒB f ]i(t, u, k) =

2

∑
j=1

∫𝕋
θ2

i,B(k)R(k, k′ )θ2
j,B(k′ ) ( fj(t, u, k′ ) − fi(t, u, k))dk′ ,

= λB(k, i)
2

∑
j=1

∫𝕋
PB(k, i, dk′ , j) ( fj(t, u, k′ ) − fi(t, u, k)) .
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∑
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∫𝕋
PB(k, i, dk′ , j) ( fj(t, u, k′ ) − fi(t, u, k)) .

•  
• Le processus attend durant un temps  
• Le processus passe de  à  avec probabilité 

(K(0), I(0)) = (k, i) .

λB(k, i) .
(k, i) (k′ , j) PB(k, i, dk′ , j) .

On définit un processus de saut  (K( ⋅ ), I( ⋅ ))

Zu(t) = u +
1

2π ∫
t

0
vB (K(s)) ds .

Alors : 
fi(t, u, k) = 𝔼(k,i) [f 0

I(t) (Zu(t), K(t))] f(t, u) = 𝔼 [f0 (Bu(t))] .
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Explication physique
Soit (k, i) ∈ 𝕋 × {1,2} .

•  représente le temps d’attente dans l’état  
•  représente la vitesse dans l’état 

λB(k, i) (k, i) .
vB(k) k .
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Explication physique
Soit (k, i) ∈ 𝕋 × {1,2} .

•  représente le temps d’attente dans l’état  
•  représente la vitesse dans l’état 

λB(k, i) (k, i) .
vB(k) k .

Si B > 0
 et  et vB(k) ∼ k λB(k,1) ∼ k−2 λB(k,2) ∼ k−4 .

Si B = 0

 et  et v0(k) ∼ k λ0(k,1) ∼ k−2 λB(k,2) ∼ k−2 .

 distance parcourue par la particule dans l’état dB(k, i) : (k, i) .

dB(k, i) = λB(k, i)vB(k, i) .

La distance parcourue change avec B .



Étude d’une marche aléatoire 
Zu(t) = u +

1
2π ∫

t

0
vB (K(s)) ds .
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On note  le nombre de saut jusqu’au temps t. 𝒩t

Zu(t) = u +
𝒩t

∑
n=0

λB (Kn, In) vB (Kn) .



Étude d’une marche aléatoire 
Zu(t) = u +

1
2π ∫

t

0
vB (K(s)) ds .

21

On note  le nombre de saut jusqu’au temps t. 𝒩t

Zu(t) = u +
𝒩t

∑
n=0

λB (Kn, In) vB (Kn) .

On note  la mesure invariante de la chaîne πB (Kn, In)n∈ℕ
.



Étude d’une marche aléatoire 
Zu(t) = u +

1
2π ∫

t

0
vB (K(s)) ds .

21

On note  le nombre de saut jusqu’au temps t. 𝒩t

Zu(t) = u +
𝒩t

∑
n=0

λB (Kn, In) vB (Kn) .

On note  la mesure invariante de la chaîne πB (Kn, In)n∈ℕ
.

Avec : 
 si  et  si .αB =

5
3

B ≠ 0 αB =
3
2

B = 0

Soit  alors :r ≠ 0

lim
N→∞

NαBπB ({(k, i), λB(k, i)vB(k) > Nr}) =
|r |− 3

2

|r |− 5
3

si B = 0.

si B ≠ 0.{



Limites hydrodynamiques 

22

 lim
N→∞

ZNu(NαBt) = u + lim
N→∞

1
N

⌊NαBt⌋

∑
n=0

λB (Kn, In) vB (Kn) = Yu(t)

On définit  le processus de Lévy généré par YB
u ( ⋅ ) −(−Δ)

αB
2
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ρ(0,u) = ρ0(u) .
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 macroscopique
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 lim
N→∞

ZNu(NαBt) = u + lim
N→∞

1
N

⌊NαBt⌋

∑
n=0

λB (Kn, In) vB (Kn) = Yu(t)

On définit  le processus de Lévy généré par YB
u ( ⋅ ) −(−Δ)

αB
2

lim
N→∞ ∫𝕋

f (NαBt, Nu, k) − ρB(t, u)
2

dk = 0.
Alors : 

• Résultat prouvé pour  par Jara, Komorowski et Olla en 2010. 
• Résultat prouvé pour  par Saito, Sasada et Suda en 2018.

B = 0
B ≠ 0

Soit  la solution sur  de :ρ [0,T] × ℝ

∂tρ(t, u) = − (−Δ)
αB
2 [ρ](t, u),

ρ(0,u) = ρ0(u) .
Échelle 

 macroscopique



Un petit bilan historique

lim
ε→0

ε ∑
x∈ℤ

J(εx)𝔼με[e(0,x)] = ∫ℝ
J(u)𝒲0(u)du .

L’hypothèse initiale était :

La question était : Peut-on avoir une équation macroscopique pour le profil d’énergie ?
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Un petit bilan historique

lim
ε→0

ε ∑
x∈ℤ

J(εx)𝔼με[e(0,x)] = ∫ℝ
J(u)𝒲0(u)du .

L’hypothèse initiale était :

La question était : Peut-on avoir une équation macroscopique pour le profil d’énergie ?

• Limite en une étape prouvée pour   par Jara, Komorowski et Olla en 2015 .B = 0

Que se passe t’il si on remplace  par  ?B BN = BN−δ
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Un processus d’interpolation
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Soit  avec . On travaille avec le tableau BN = BN−δ δ > 0 (KN
n , IN

n ) .
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Thèorème [ Cane 22’ ] :   converge vers N−1ZN
u (NαB⋅) Yδ

u( ⋅ ) .

   si       et        si .αδ =
5 − δ

3
δ <

1
2

αδ =
3
2

δ ≥
1
2

Soit  alors :r ≠ 0

lim
N→∞

NαδπBN ({(k, i), λBN
(k, i)vBN(k) > Nr}) = νδ(r) .

Avec :



Une EDP d’interpolation

25



Une EDP d’interpolation

25

Le générateur infinitésimal de  est donné par : Yδ
u( ⋅ )

 si  −(−Δ)
3
4[ϕ](u) δ >

1
2

           si  𝒟B[ϕ] δ =
1
2{  si  −(−Δ)

5
6[ϕ](u) δ <

1
2

𝒟δ[ϕ](u) =
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Soit  la solution sur  de :ρδ [0,T] × ℝ

∂tρδ(t, u) = 𝒟δ[ρδ](t, u),

ρδ(0,u) = ρ0(u) .

Théorème [Cane, 22’] : lim
N→∞ ∫𝕋

fN (Nαδt, Nu, k) − ρδ(t, u)
2

dk = 0.

Le générateur infinitésimal de  est donné par : Yδ
u( ⋅ )

 si  −(−Δ)
3
4[ϕ](u) δ >

1
2

           si  𝒟B[ϕ] δ =
1
2{  si  −(−Δ)

5
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2
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Projet en cours : Étudier la transition en une seule étape.

αδ

δ1
2

5
3

3
2

0

𝒟B

5 − δ
3 3

2

−(−Δ)
5
6 −(−Δ)

3
4

lim
B→0

lim
B→∞


