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PARTIE I

[ntroduction aux probabilités
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~ Un exemple de variable aléatoire discrete
On lance une piece équilibrée.
On note X la variable aléatoire qui vaut —1 gi e régultat de la piece est pile et 1 ginon.
Question : Quelle eat |3 loi de X ¢

2 régultate possibles : {—1,1} .

P(X = 1)—1e+l(X—1)—1
- 9 s

Réponge : Quelle est la loi de X <

_5—1(°) 01( )
=0 o

On dit que X est une variable aléatoire digeréte.
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~ Un exemple de variable aléatoire continue

Soit 4 > 0, on note fla fonction définit par :

J(x) = Aexp(—4Ax)1,,4(x) .
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Un exemple de variable aléatoire continue

Soit 4 > 0, on note fla fonction définit par :

J(x) = Aexp(—4Ax) 1 (x) .

On note X la variable aléatoire de dengité . Alore :

VA C R, [P’(XEA)zJ fx)dx.
A

Vye R, I (X=y)=0.
Ta

On dit que X egt une variable aléatoire continue.
X suit une loi exponentielle, elle modelise les temps d'attentes du bug, du tram, a la poste efc..
Plug 2 est petit et plug le temps est grand.
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Introduction de la loi (Gaussienne

On dit que X est une variable aléatoire gaussienne ¥ (m, 6%) i :

| \x—m\z
PX e A) = exp| — - dx .
\/ 2762 Ja 2y
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Introduction de la loi Gaussienne
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Introduction de la loi Gaussienne

On dit que X egt une variable aléatoire gaussienne A (m, 6*) i :
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Ona:

xi=t 4 Xl



~ Marches aleatoires
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Marches aléatoires

Soit (X,),.n, Une guite de variableg aléatoireg i.i.d vérifiant:
Bl =1 =X = 1] =%.

Qoit N € N* on définit :

el i 0ok ik
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Equation de la chaleur
Soit p, une fonction lisge. On définit :
p(t,u) = E [ﬂo (@u(t))]
= JR Po(X)f, (1, X)dx
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Equation de la chaleur
Soit p, une fonction lisge. On définit :
p(t,u) = E [ﬂo (@u(t))]
= LR Po(X)f, (1, X)dx

| J' | x —u |2
— pox)exp | — dx .
27t IR 2t

On peut montrer que p est golution de :

|
0,p(t, u) = EA[p](ta u) .
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~ Un regarde sur ce que nous avons [ait

- La trajectoire de nog particules eet codée par X, .

- Sy reprégente [a trajectoire d’une particule.

- On gcale en tempg et en egpace N7'S v, = p.

En taigant un gealing en tempg et en egpace pour un grand nombre de
particules on obgerve quelque choge macrogcopiquement.

BIENVENU DANS LA PHYSIQUE STATISTIQUE !

(0)



PARTIE II

Ftude dune chaine d oscillateurs
harmoniques bruitée soumise a un champ

magnetique

I



~ Motivations

953 : Premiére expérience numérique par Fermi-Pagta-Ulam-Tsingou.

—» Comprendre la diffusion d’énergie dang leg chaineg d oscillateure anharmoniques.

e =) Uropriklés macroccopiques

E chelle microscopique
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+ Syeteme auec de nombreugeg quantitég congervées (énergie, moment,...) et interactiong locales.
» (Clagges d'univerealités (diffugion, diffugion fractionnaire...)

Oeu de résultate théoriques : Jara, Komorowski et Olla en 2015.



~ Les changements déchelles

E chelle microscopique

Le gysteme de particules egt régi
par leg loig de Newton
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~ Présentation de la chaine harmonique dans R?
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~ Présentation de la chaine harmonique dans R?

Eqi(t’ X =P, x) Echelle

microscopique

d
Ep,-(t, x) =gqft,x+ 1)+ gft,x — 1) — 2q(¢, x)
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~ Présentation de la chaine harmonique dans R?
—q(t, x) = pt,x) E chelle
ar microscopique
d
—pt,x) = qt,x + 1) + gt,x — 1) — 2¢,(2, x) +& bruit.

dt
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~ Présentation de la chaine harmonique dans R?

Champ
magnétique
__.>

Be;

Eqi(fa x) = pt, x) Echelle

J microscopique
d
—pi{t;x) = q{t,x + 1) + gt,x = 1) — 24,(1, ) +€ bruit.

dt
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~ Présentation de la chaine harmonique dans R?
Champ
magnétique
_>
Bex
Eqi(t’ X =P, x) Echelle

microscopique

d °
Epi(t, X) L qi(t,x ' 1) + qi(t’x i 1) = 2qi(t’ X) +B(5i,lp2(ta )C) = 5i,2p1(t, )C)) & brurl'.

Bénérateur Infinitégimal : Pae
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Distribution de Wigner

V(t,k) € [0,TTX T, W,k =06,5k|p,¢k —iw(k)q (k) —ip,t k) — o,(k) G, k)| .

W (t, k) = 0, (k) [1/7\1(& k) — i, (k) q (2, k) +ipo(, k) + 0 (k) g (2, k)] :

— | ¥ 1Ol + 1 WO oy = EG) -

6
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Distribution de Wigner
V(tﬂ k) = [O9T] X _”_9 T;I/\Z(ta k) = QZ,B(k) [l/?\l(ta k) = ia)l(k)/q\l(ta k) En il/?\Z(ta k) 5 a)l(k)/q\Z(ta k)] .
Wt k) = 6, (k) [1/7\1(& k) —iwy(k) g (2, k) +ip (2, k) + w,(k) g (1, k)] :

=9 H Y l(t)‘||]_2('|]') + H WZ(t)“u_Z(T) == E(t) -

On déftinit 7€ : [0,T] — (S x S)  pour tout J = (J;,J,) par :

0 =53 T B[ il 0) ) exp (2t ), (2552

=1 xeZ yeZ
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Distribution de Wigner
V(tﬂ k) = [ODT] X _[l_9 T;I/\Z(ta k) = QZ,B(k) [l/?\l(ta k) = ia)l(k)/q\l(ta k) En il/?\Z(ta k) 5 a)l(k)/q\Z(ta k)] .
Wt k) = 6, (k) [1/7\1@, k) —iwy(k) g (2, k) +ip (2, k) + w,(k) g (1, k)] :

=9 H Y l(t)‘||]_2('[|') + H WZ(t)“u_Z(T) == E(t) -

On déftinit 7€ : [0,T] — (S x S)  pour tout J = (J;,J,) par :

(W (1)) = Z Z Z [ dk E . [l//l- (te‘l,x) 1/ (te‘l,y)] exp (—2iﬂk[y — x]) J. (8(x; 2 : k) .

=1 xeZ yeZ

Qoit J une fonetion liege eur R alore :

(W), J) =€ Z = [e (te_l,x)] J(ex) + O (¢e) .

xXe/

6



Equation de Boltzmann linéaire

¢ converge vers f = (f;,f,) Ou:

V(K) O£t . B = [Lof140 0.1 Echelle

27 mésoscopique

0,f(t,u, k) +

- Réaultat prouvé pour B = 0 par Basile, Komorowski et Olla en 2009.
+ Réaultat prouve pour B # 0 par Saito, Sagada et Suda en 2018,

[/



Equation de Boltzmann linéaire

] ‘m{gﬁ“,,gé\
. B 2\
¢ B

Vp(k)
AT

d,f(t,u, k) + 0. f(t,u k) =[Lpflt,u,k).

+ Réaultat prouvé pour par Bagile, Komorowsgki et Olla en 2009.

+ Résultat prouvé pour par Saito, Sagada et Suda en 2018,
2

[ (it k= ZJ 025 (ORk, K)G2(K) (fi(t, u, k) — f(t, u, k))dK'"
-

il

in(k)cos(k
o L ot 62, ,=

| B
. B2 , 2 4 ‘) k B2 .
'/ sin2(zk) + = sin=(rwk) + —

[/
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Processus de Lévy stables

Soient a € (1,2) et o une meeure sur R* telle que do(r) = | r|™* " dr.
Alore :

J min(1,7%)do(r) < + oo et J r’do(r) = + ©.
R R

18
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Processus de Lévy stables

Soient a € (1,2) et o une megure eur R* telle que do(r) = | r|™* ' dr.
Alore :

J min(1,7%)do(r) < + oo et J r’do(r) = + ©.
R R

Y,(-) est un proceseug de Lévy partant de u de megure o 94i :

: [ 29, (iHYu(t))] =0 (— 10" + iHu) :

On définit :

Sl lpo (Yu(z))] Sl L lpo (Bu(t))].

Alorg :

0,0(t, 1) = — (= AYE[p)(t, ) ——> 0,p(t, 1) = Alpl(t, u)
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Un processus de saut
2

(L1t 1,0 = ZJ OZ(OR (K, K)OZ(K') (it u, K = £(t, . K))dK,

P

=y Y, | Path ) (00 K) = 1.0,

19



Un processus de saut
2

(L1t 1,0 = ZJ OZ(OR (K, K)OZ(K') (it u, K = £(t, . K))dK,
1

=1

=4k ) [ Py(k, i, dK', j) (f{t, u, k') — f{t, u, k)).
gl

On définit un processug de caut(K(-),I( -))

+ (K(0),1(0)) = (k,i).
+Le processus attend durant un tempg Ag(k, i) .
+ Le procesgug pagee de (k, i) & (k', j) avec probabilité Pg(k, i, dk, j) .
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Un processus de saut
2

(L1t 1,0 = ZJ OZ(OR (K, K)OZ(K') (it u, K = £(t, . K))dK,

P

=4k ) [ Py(k, i, dK', j) (f{t, u, k') — f{t, u, k)).

On définit un processug de caut(K(-),I( -))

+ (K(0),1(0)) = (k,i).
+Le processus attend durant un tempg Ag(k, i) .
+ Le procesgug pagee de (k, i) & (k', j) avec probabilité Pg(k, i, dk, j) .

A +irv (K(s)) d
. — U 5 : B \) D

Alorg :

) = Egp 13, (220, K0)| ——

19

+ f(t,u) =E lfo (Bu(f))] -
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Explication physique
Soit (k,i) € Tx {1,2} .

+ Ag(k, i) reprégente le tempg d’attente dang ['état (k, 7).
+ vp(k) reprégente la viteage dang ['état k .
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Explication physique
Soit (ki) € Tx {1,2}.
+ Ak, i) reprégente le tempg d'attente dang [état (, i) .

+ vp(k) reprégente la viteage dang ['état k .

SiB>0

V(k) ~ k et Ap(k,1) ~ k=2 et Ag(k,2) ~ k™.

SiB=0

Vo(k) ~ k et Ay(k,1) ~ k== et Az(k,2) ~ k2.

dy(k, i) : digtance parcourue par la particule dang ['état (k, 7).
da(k, i) = Ag(k, iWVp(k, ).

La digtance parcourue change avec B.
A0



O

Etude dune marche aléatoire

7 (1) = +irv (K(s)) d
. = U 5 O B \) S .

On note ¥, le nombre de gaut jusqu’au tempg +.

A,
Z0=u+ Y is(K,.1,) vz (K,) .
n=0

2l
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Etude dune marche aléatoire

7 (1) = +irv (K(s)) d
. = U 5 O B \) S .

On note ¥, le nombre de gaut jusqu’au tempg +.
il

Z0=u+ Y is(K,.1,) vz (K,) .
=,

On note z la megure invariante de la chaine (K, 1,) .
neN

2l



Etude dune marche aléatoire

Z (1) = +irv (K(s)) d
. = U 5 0 B \) S .

On note #, le nombre de saut jusqu'au temps 1.
'/Vt
Z0=u+ Y is(K,.1,) vz (K,) .
=,

On note 7z, la megure invariante de la chaine (K,,,1,) _ . Soit r # 0 alors

3

7| 2 Q9 B=0.
lim Noozy ({(k, D), Aglh, V50 > Nry ) =4
N— oo (7l 2 8iB+0.

Avece

2l



~ Limites hydrodynamiques

On deéfinit Y2( - ) le processug de Léwy généré par (-~ A)GTB

| N?Bt |

lim Z (N“8t) = u + hm— Ap
N— oo Nu( ) N-ooo N 2

2

= ]

()



~ Limites hydrodynamiques

On définit Y2( - ) le procesgug de Lévy généré par A
| NBt|
1
lim Z, (N9t) = u+ lIim — AstBE L 1 VptK | =7 (1
N— o0 Nu( ) N%OONIE) B(nn) B( n) u()

Soit p la golution gur [0,7] x R de :

0,p(t,u) = — (—A)2[pl(tu),  Echell
p(0,u) = p°u). macroscopique

2



Limites hydrodynamiques

On deéfinit Y2( - ) le processug de Léwy généré par (-~ A)GTB
| N?Bt |

lim Z N“Bt—u+hm— Ap — ¥ [/
N— o0 Nu( ) N—ooo IV Z ) u()

Soit p la golution qur [0,7] x R de :

0p(t,u) = — (=A)2[pl(t,u),  Echell
p(0,u) = p°u). macroscopique
Alorg : .
lim J ‘f(N“Bt, Nu, k) — pp(t, u) ‘ dk = 0.

N— o0

+ Reéaultat prouvé pour B = 0 par Jara, Komorowski et Olla en 200,
+ Réaultat prouve pour B # 0 par Saito, Sagada et Suda en 2018,

2



o

Un petit bilan historique
L hypothege initiale 6tait :

lim e Z J(ex)E .[e(0,x)] = J' J)W ((u)du .

0
o b =W R

La quegtion était : Peut-on avoir une équation macroscopique pour le profil d’énergie

25



N

Un petit bilan historique
L hypothege initiale était :

lim e Z J(ex)E .[e(0,x)] = J' J)W ((u)du .

0
o b =W R

La quegtion était : Peut-on avoir une équation macroscopique pour le profil d’énergie

QOui et ['6quation egt
0W (t,u) = — (—A)GTB W (t,u). Echelle macroscopique

Avece -

> 3
aB=§g'B#09‘LaB=59'B=O-

25



o

Un petit bilan historique
L hypothege initiale 6tait :

lim e Z J(ex)E .[e(0,x)] = J' J)W ((u)du .

0
o b =W R

La quegtion était : Peut-on avoir une équation macroscopique pour le profil d’énergie

QOui et ['6quation egt
0W (t,u) = — (—A)GTB W (t,u). Echelle macroscopique

Avece -

> 3
aB=§g'B#09‘LaB=59'B=O-

- Limite en une étape prouvée pour B = 0 par Jara, Komorowski et Olla en 2015 .
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~ Un petit bilan historique
L hypothege initiale 6tait :

lim e Z J(ex)E .[e(0,x)] = J' J)W ((u)du .
R

La quegtion était : Peut-on avoir une équation macroscopique pour le profil d’énergie

QOui et ['6quation egt
0W (t,u) = — (—A)GTB W (t,u). Echelle macroscopique

Avece -

3 3
aB=§g'B7&09‘LaB=59'B=O-

- Limite en une étape prouvée pour B = 0 par Jara, Komorowski et Olla en 2015 .

Que se passe t'il si on remplace B par By, = BN° ?
2



~ Un processus d interpolation

Soit By = BN~ avee § > 0. On travaille avec le tableau (K2, 1Y) .

n

24



W

Un processus d interpolation

Soit By = BN~ avec 5 > 0. On travaille avec le tableau (K7, 1) .

On définit une megure 5 sur R* par :

.3 : |
lr| 2drQl 6 >

dvs(r)

2
: |
hg(r)dr 81 0 = —
2
1

T dr i 6 < —
)

24



-

Un processus d interpolation

Soit By = BN~ avec 5 > 0. On travaille avec le tableau (K7, 1) .

On deéfinit une megure 5 sur R* par :

.3 : |
lr| 2drQl 6 >

dvs(r)

2
: |
hg(r)dr 81 0 = —
2
1

T dr i 6 < —
)

On note Y2( - ) le processug de Lévy de megure vj.

24



Un processus d interpolation

Soit By = BN~ avec 5 > 0. On travaille avec le tableau (K7, 1) .

On définit une megure 5 sur R* par :

= : |
lr| 2drQl 6 >

dvs(r)

2
: |
hg(r)dr 81 0 = —
2
1

| Tdrei 6 < —
0

On note Y2( - ) le processus de Lévy de megure v;. Soit  # 0 alore :

lim N“%BN ({(k, 1), /IBN(k, Vg (k) > Nr}) = (r).

N—o0

Avee :

24



Un processus d interpolation

Soit By = BN~ avee § > 0. On travaille avec le tableau (K2, 1Y) .

On deéfinit une megure 5 sur R* par :

= : |
lr| 2drQl 6 >

dvs(r)

2
: |
hg(r)dr 81 0 = —
2
1

| Tdrei 6 < —
0

On note Y2( - ) le processus de Lévy de megure v;. Soit r # 0 alore :

lim N“(SizBN ({(k, 1), /IBN(k, i)Vp, (k) > Nr}) = (r).

N—o0

Avee :

S—0 | 5 |
& So= - B g U
3 % 2 2
Théoréme [ Cane 22’ ]: N~1ZN(N“:-) converge verg Y2( - ).
24




~ Une EDP d'interpolation
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~ Une EDP dinterpolation

Le générateur infinitégimal de Y2( - ) est donné par :

3 : |
~(~ AP [Hlw) & 5> =

=
Dglp] € 6 =

5 . |
—(—A)s[@l(u) 81 6 < .

Dslpl(u)

25



W

Une EDP d'interpolation

Le générateur infinitégimal de Y2( - ) est donné par :

Dslpl(u)

Soit p5 la golution gur [0,77] x |

Théoréme [Cane, 22’]: lim

N— o0

3 : |
~(~ AP [Hlw) & 5> =

; |
93[¢] Qo = 5

5 . |
—(—A)s[@l(u) 81 6 < —

2

de :
atpé(ta I/t) = gé[pé](ta I/t),

ps0,u) = pOu) .

.

fN (N“ét, Nu, k) — ps(t, u)

25
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~ Epilogue
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~ Epilogue

| W W w
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Epilogue
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Epilogue

Xs
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2
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Epilogue
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Epilogue

2

Projet en cours : Etudier la trangition en une seule étape.
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