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~ Motivations

953 : Premiére expérience numérique par Fermi-Pagta-Ulam-Tsingou.

—» Comprendre la diffusion d’énergie dang leg chaineg d oscillateure anharmoniques.

e =) Uropriklés macroccopiques

E chelle microscopique
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—» Comprendre la diffusion d’énergie dang leg chaineg d oscillateure anharmoniques.

e =) Uropriklés macroccopiques

Echelle microscopique 20[4 : ThéOriQ {Ormg[[Q dg onhn

+ Syeteme auec de nombreugeg quantitég congervées (énergie, moment,...) et interactiong locales.
» (Clagges d'univerealités (diffugion, diffugion fractionnaire...)

Oeu de résultate théoriques : Jara, Komorowski et Olla en 2015.
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~ Présentation de la chaine harmonique dans R?

Eqi(t’ X =P, x) Echelle

microscopique

d
Ep,-(t, x) =gqft,x+ 1)+ gft,x — 1) — 2q(¢, x)
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~ Présentation de la chaine harmonique dans R?
—q(t, x) = pt,x) E chelle
ar microscopique
d
—pt,x) = qt,x + 1) + gt,x — 1) — 2¢,(2, x) +& bruit.

dt
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~ Présentation de la chaine harmonique dans R?

Champ
magnétique
__.>
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~ Présentation de la chaine harmonique dans R?
Champ
magnétique
_>
Bex
Eqi(t’ X =P, x) Echelle

microscopique

d °
Epi(t, X) L qi(t,x ' 1) + qi(t’x i 1) = 2qi(t’ X) +B(5i,lp2(ta )C) = 5i,2p1(t, )C)) & brurl'.
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~ Objectif de I'étude

La dynamique prégerve ['énergie et le moment.

E(f) = % b |p(t,x)|2+%z q(t,x+ 1) — q(t, x — 1)|2= ) elt,x).

b=y b=y b =Y/

P(1) = ( Z (p1(1,%) — Bgy(1, %)), Z (P21, %) + Bg(t, x))> .

b =Y/ b=y
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Distribution de Wigner

V(t,k) € [0,T] X T, @k =6, 5k)|P @t k) —iw,(k) (1, k) + iD,(t, k) + o, (k) G (5, k)| .

/17”\2(t9 k) = 92,B(k) [ﬁl(ta k) == ia)l(k)/q\l(ta k) = i]/?\2(t9 k) g a)l(k) /q\Z(ta k)] .

— > 11Ol + 1T O oy = E®
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Distribution de Wigner
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=9 H Y (t)”u_z(_

F 72O,

On définit 7€ : [0,T] — (S x S)’ pour tout J =
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=1 x€Z ye/

615

ue l//l (te_l,x) W (te

B e
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exp (—Ziﬂk[y — x]) J. (

e(x + y)
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Distribution de Wigner

V(t,k) € [0,T] X T, @k =6, 5k)|P @t k) —iw,(k) (1, k) + iD,(t, k) + o, (k) G (5, k)| .

Wt k) = 6, (k) [ﬁl(ta k) —iw (k) q (1, k) —ip (2, k) — (k) g (1, k)] :

=9 H Y l(t)“u_z(_

+ H Y 2(t)H[|_2(_

On définit 7€ : [0,T] — (S x S)’ pour tout J =

(W), ) = Z D Z[ dk [

=1 x€Z ye/

ue l//l (te_l,x) W (te

B e

_1,y>:

(J1,Jp) par:

exp (—Ziﬂk[y — x]) J. (

Soit J = (J;,J;) un couple de fonction indépendantes de k alors :

(W), Ty =¢ ),

xXe/

= e [e (te‘1
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x)] Ji(ex) + O (¢).

e(x + y)

2
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Equation de Boltzmann linéaire

¢ converge vers f = (f;,f,) Ou:

V(K) O£t . B = [Lof140 0.1 Echelle

27 mésoscopique

0,f(t,u, k) +

- Réaultat prouvé pour B = 0 par Basile, Komorowski et Olla en 2009.
+ Réaultat prouve pour B # 0 par Saito, Sagada et Suda en 2018,

=



Equation de Boltzmann linéaire

] ‘m{gﬁ“,,gé\
. B 2\
¢ B

Vp(k)
AT

d,f(t,u, k) + 0. f(t,u k) =[Lpflt,u,k).

+ Réaultat prouvé pour par Bagile, Komorowsgki et Olla en 2009.

+ Résultat prouvé pour par Saito, Sagada et Suda en 2018,
2

[ (it k= ZJ 025 (ORk, K)G2(K) (fi(t, u, k) — f(t, u, k))dK'"
-

il

in(k)cos(k
o L ot 62, ,=

| B
. B2 , 2 4 ‘) k B2 .
'/ sin2(zk) + = sin=(rwk) + —

=
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Processus de Lévy stables

Soient a € (1,2) et o une meeure sur R* telle que do(r) = | r|™* " dr.
Alore :

J min(1,7%)do(r) < + oo et J r’do(r) = + ©.
R R
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Processus de Lévy stables

Soient a € (1,2) et o une megure eur R* telle que do(r) = | r|™* ' dr.
Alore :

J min(1,7%)do(r) < + oo et J r’do(r) = + ©.
R R

Y,(-) est un proceseug de Lévy partant de u de megure o 94i :

: [ 29, (iHYu(t))] =0 (— 10" + iHu) :

On définit :

G L lpo (Yu(z))] S ek lpo (@M(t))].

Alorg :

0,0(t, 1) = — (= AYE[p)(t, ) ——> 0,p(t, 1) = Alpl(t, u)
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Un processus de saut
2

(L1t 1,0 = ZJ OZ(OR (K, K)OZ(K') (it u, K = £(t, . K))dK,

P

=y Y, | Path ) (00 K) = 1.0,
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Un processus de saut
2

(L1t 1,0 = ZJ OZ(OR (K, K)OZ(K') (it u, K = £(t, . K))dK,
1

=1

=4k ) [ Py(k, i, dK', j) (f{t, u, k') — f{t, u, k)).
gl

On définit un processug de caut(K(-),I( - ))

+ (K(0),1(0)) = (k,i).
+ Le processus attend durant un tempg Ag(k, i) .
+ Le procesgug pagee de (k, i) & (k', j) avec probabilité Pg(k, i, dk', j) .
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Un processus de saut
2

(L1t 1,0 = ZJ OZ(OR (K, K)OZ(K') (it u, K = £(t, . K))dK,

P

=4k ) [ Py(k, i, dK', j) (f{t, u, k') — f{t, u, k)).

On définit un processug de caut(K(-),I( - ))

+ (K(0),1(0)) = (k,i).
+ Le processus attend durant un tempg Ag(k, i) .
+ Le procesgug pagee de (k, i) & (k', j) avec probabilité Pg(k, i, dk', j) .

A +irv (K(s)) d
. — U 5 : B \) D

Alorg :

) = Egp 13, (220, K0)| ——
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+ f(t,u) = lfo (%ju(f))] -
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Etude dune marche aléatoire

7 (1) = +irv (K(s)) d
. = U 5 O B \) S .

On note ¥, le nombre de gaut jusqu’au tempg +.

A,
Z0=u+ Y is(K,.1,) vz (K,) .
n=0
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Etude dune marche aléatoire

Z (1) = +irv (K(s)) d
. = U 5 0 B \) S .

On note #, le nombre de saut jusqu'au temps 1.
'/Vt
Z0=u+ Y is(K,.1,) vz (K,) .
=,

On note 5 la megure invariante de la chaine (K, 1,) _ . Soit > 0 alors

3

7| 2 Q9 B=0.
lim Noozy ({(k, D), Aglh, V50 > Nry ) =4
N— oo (7l 2 8iB+0.

Avece

0/ 15



~ Limites hydrodynamiques
On définit Y2( - ) le processus de Lévy généré par AT

Leg [oig finie-dimengionnelles de N='Z (N%-) convergent faiblement verg Y2( - ).
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On définit Y2( - ) le processus de Lévy généré par AT

Leg [oig finie-dimengionnelles de N='Z (N%-) convergent faiblement verg Y2( - ).

Soit p la golution qur [0,7] x R de :

0p(t,u) = — (~AYZ[pl(t,u),  Echele
p(0,u) = p°u). macroscopique
Alorg : .
lim J ‘f(N“Bt, Nu, k) — pp(t, u) ‘ dk = 0.
T

N— o0

+ Reéaultat prouvé pour B = 0 par Jara, Komorowski et Olla en 200,
+ Réaultat prouve pour B # 0 par Saito, Sagada et Suda en 2018,
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Un petit bilan historique
L hypothege initiale 6tait :

lim e Z J(ex)E .[e(0,x)] = J' J)W ((u)du .

0
o b =W R

La quegtion était : Peut-on avoir une équation macroscopique pour le profil d’énergie
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~ Un petit bilan historique
L hypothege initiale 6tait :

li_r)% 5 2 J(ex)E .[e(0,x)] = J'R J)W ((u)du .

A=
La quegtion était : Peut-on avoir une équation macroscopique pour le profil d’énergie

QOui et ['6quation egt
0. (t,u) = — (—A)GTB[W](L 1).  Echelle macroscopique

Avece -

3 3
aB=§g'B7&09‘LaB=59'B=O-

- Limite en une étape prouvée pour B = 0 par Jara, Komorowski et Olla en 2015 .

Que se passe t'il si on remplace B par By, = BN° ?
215



~ Un processus d interpolation

Soit By = BN~ avee § > 0. On travaille avec le tableau (K2, 1Y) .

n
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Un processus d interpolation

Soit By = BN~ avec 5 > 0. On travaille avec le tableau (K7, 1) .

On définit une megure v sur R* par : :
3 :
7|72 dr sl 5>

|

dvg(r) hp(r)dr 8 6 = 5
] s |
lr| 3 drQld<—

2
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Un processus d interpolation

Soit By = BN~ avec 5 > 0. On travaille avec le tableau (K7, 1) .

On définit une megure v5 Qur

dvs(r)

R™ par :
iy : |
lr| 2 dr8l5>5

: |

hg(r)dr 81 0 = 5
] : |
lr| 3 drQld<—

%

On note Y2( - ) le processug de Lévy de megure vy .
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] : 1
lr| 3 drQo< 5
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Un processus d interpolation

Soit By = BN~ avee § > 0. On travaille avec le tableau (K2, 1Y) .

On definit une megure v; sur R* par : :
3 :
[r| 7> dr i 6> =

|

dvg(r) hp(r)dr 8 6 = 5
] s |
lr| 3 drQld<—

)
On note Y2( - ) le processug de Lévy de megure v;. Soit » > 0 alorg :

lim N“%BN ({(k, 1), /IBN(k, i)Vp, (k) > Nr}) = Vs (1, + 00).

N—o0

Avec : e e
a 8o« Of =0 Ug>
3 > >

1
~

Theoreme [ Cane 22’ ] : Leg loie finig-dimengionnelleg de N~1ZY(N%-) convergent faiblement verg Y2( - ).
S5
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~ Une EDP dinterpolation

Le générateur infinitégimal de Y2( - ) est donné par :

3 : |
~(~ AP [Hlw) & 5> =

: |
P [Pl P41 815 =
e

2
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Une EDP d'interpolation

Le générateur infinitégimal de Y2( - ) est donné par :

Dslpl(u)

Soit p5 la golution gur [0,77] x |

Théoréme [Cane, 22’]: lim

N— o0

3 : |
~(~ AP [Hlw) & 5> =

; |
93[¢] Qo = 5

5 . |
—(—A)s[@l(u) 81 6 < —

2

de :
atpé(ta I/t) = gé[pé](ta I/t),

ps0,u) = pOu) .

.

fN (N“ét, Nu, k) — ps(t, u)

4 /15
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Epilogue

2

Projet en cours : Etudier la trangition en une seule étape.
B/



