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+B(δi,1p2(t, x) − δi,2p1(t, x))
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E(t) =
1
2 ∑

x∈ℤ

p(t, x)
2

+
1
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2
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x∈ℤ

e(t, x) .

P(t) = ( ∑
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(p1(t, x) − Bq2(t, x)), ∑
x∈ℤ

(p2(t, x) + Bq1(t, x))) .

La dynamique préserve l’énergie et le moment.
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∥ ̂ψ 1(t)∥2
𝕃2(𝕋) + ∥ ̂ψ 2(t)∥2

𝕃2(𝕋) = E(t) .

̂ψ 1(t, k) = θ1,B(k)[ ̂p 1(t, k) − iω2(k) ̂q 1(t, k) + i ̂p 2(t, k) + ω2(k) ̂q 2(t, k)] .

̂ψ 2(t, k) = θ2,B(k)[ ̂p 1(t, k) − iω1(k) ̂q 1(t, k) − i ̂p 2(t, k) − ω1(k) ̂q 2(t, k)] .

∀(t, k) ∈ [0,T] × 𝕋,



Distribution de Wigner

⟨𝒲ε(t), J⟩ =
ε
2

2

∑
i=1

∑
x∈ℤ

∑
y∈ℤ

∫𝕋
dk 𝔼με [ψi (tε−1, x) ψi (tε−1, y)] exp (−2iπk[y − x]) Ji ( ε(x + y)

2
, k) .

On définit  pour tout  par : 𝒲ε : [0,T] → (S × S)′￼ J = (J1, J2)
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Équation de Boltzmann linéaire

∂t fi(t, u, k) +
vB(k)

2π
∂u fi(t, u, k) = [ℒB f ]i(t, u, k) . Échelle 

 mésoscopique

 converge vers  où :𝒲ε f = ( f1, f2)

• Résultat prouvé pour  par Basile, Komorowski et Olla en 2009. 
• Résultat prouvé pour  par Saito, Sasada et Suda en 2018.
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B = 0
B ≠ 0

[ℒB f ]i(t, u, k) =
2

∑
j=1

∫𝕋
θ2

i,B(k)R(k, k′￼)θ2
j,B(k′￼) ( fj(t, u, k′￼) − fi(t, u, k))dk′￼.

vB(k) =
sin(πk)cos(πk)

sin2(πk) + B2

4

et θ2
1/2,B =

1
2

± B

4 sin2(πk) + B2

4

.
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Alors : 
Soient  et  une mesure sur  telle que .α ∈ (1,2) σ ℝ* dσ(r) = |r |−α−1 dr

 et  ∫ℝ*
min(1,r2)dσ(r) < + ∞ ∫ℝ*

r2dσ(r) = + ∞ .



Processus de Lévy stables

 est un processus de Lévy partant de u de mesure  ssi :Yu( ⋅ ) σ

𝔼 [ exp (iθYu(t))] = exp (− |θ |α + iθu) .
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∂tρ(t, u) = − (−Δ)
α
2[ρ](t, u)

ρ(t, u) = 𝔼 [ρ0 (Yu(t))]
On définit :

Alors : 

ρ(t, u) = 𝔼 [ρ0 (ℬu(t))] .
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Un processus de saut
[ℒB f ]i(t, u, k) =

2

∑
j=1

∫𝕋
θ2

i,B(k)R(k, k′￼)θ2
j,B(k′￼) ( fj(t, u, k′￼) − fi(t, u, k))dk′￼,

= λB(k, i)
2

∑
j=1

∫𝕋
PB(k, i, dk′￼, j) ( fj(t, u, k′￼) − fi(t, u, k)) .
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On note  le nombre de saut jusqu’au temps t. 𝒩t

Zu(t) = u +
𝒩t

∑
n=0

λB (Kn, In) vB (Kn) .

On note  la mesure invariante de la chaîne πB (Kn, In)n∈ℕ
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Avec : 
 si  et  si .αB =

5
3

B ≠ 0 αB =
3
2

B = 0

Soit  alors :r > 0

lim
N→∞

NαBπB ({(k, i), λB(k, i)vB(k) > Nr}) =
|r |− 3

2

|r |− 5
3

si B = 0.

si B ≠ 0.{
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u ( ⋅ ) .

On définit  le processus de Lévy généré par YB
u ( ⋅ ) −(−Δ)
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lim
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2

dk = 0.
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La question était : Peut-on avoir une équation macroscopique pour le profil d’énergie ?

• Limite en une étape prouvée pour   par Jara, Komorowski et Olla en 2015 .B = 0

Que se passe t’il si on remplace  par  ?B BN = BN−δ
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n , IN

n ) .

On note  le processus de Lévy de mesure Yδ
u( ⋅ ) νδ .

On définit une mesure  sur  par : νδ ℝ*

{dνδ(r) =

 si  |r |− 3
2 −1 dr δ >

1
2

 si |r |− 5
3 −1 dr δ <

1
2

 si  hB(r)dr δ =
1
2

Thèorème [ Cane 22’ ] : Les lois finis-dimensionnelles de  convergent faiblement vers N−1ZN
u (NαB⋅) Yδ

u( ⋅ ) .

   si       et        si .αδ =
5 − δ

3
δ <

1
2

αδ =
3
2

δ ≥
1
2

Soit  alors :r > 0

lim
N→∞

NαδπBN ({(k, i), λBN
(k, i)vBN(k) > Nr}) = νδ (r, + ∞) .

Avec :
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Le générateur infinitésimal de  est donné par : Yδ
u( ⋅ )

 si  −(−Δ)
3
4[ϕ](u) δ >

1
2

           si  𝒟B[ϕ] δ =
1
2{  si  −(−Δ)

5
6[ϕ](u) δ <

1
2

𝒟δ[ϕ](u) =



Une EDP d’interpolation
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Soit  la solution sur  de :ρδ [0,T] × ℝ

∂tρδ(t, u) = 𝒟δ[ρδ](t, u),

ρδ(0,u) = ρ0(u) .

Théorème [Cane, 22’] : lim
N→∞ ∫𝕋

fN (Nαδt, Nu, k) − ρδ(t, u)
2

dk = 0.

Le générateur infinitésimal de  est donné par : Yδ
u( ⋅ )

 si  −(−Δ)
3
4[ϕ](u) δ >

1
2

           si  𝒟B[ϕ] δ =
1
2{  si  −(−Δ)

5
6[ϕ](u) δ <

1
2

𝒟δ[ϕ](u) =
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αδ

δ1
2

5
3

3
2

0
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αδ

δ1
2

5
3

3
2

0

5 − δ
3 3

2

−(−Δ)
5
6 −(−Δ)

3
4
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αδ

δ1
2

5
3

3
2

0

𝒟B

5 − δ
3 3

2

−(−Δ)
5
6 −(−Δ)

3
4
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αδ

δ1
2

5
3

3
2

0

𝒟B

5 − δ
3 3

2

−(−Δ)
5
6 −(−Δ)

3
4

lim
B→0

lim
B→∞
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Projet en cours : Étudier la transition en une seule étape.

αδ

δ1
2

5
3

3
2

0

𝒟B

5 − δ
3 3

2

−(−Δ)
5
6 −(−Δ)

3
4

lim
B→0

lim
B→∞


