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GAËTAN
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LJAD,
UCA

Prélude
Dynamique
micro-
scopique

Objectif

Limite
cinétique

Limite
hydro

Chaîne harmonique

−1 0 1 x x +1 x +2

q(x , t) := (q1(x , t),q2(x , t)) : position de la particule x au temps t .
p(x , t) := (p1(x , t),p2(x , t)) : vitesse de la particule x au temps t .

Échelle microscopique

d
dt

qi(x , t) = pi(x , t)

d
dt

pi(x , t) = qi(x + 1, t) + qn(x−1, t)−2qn(x , t)

+ B (δi,1p2(x , t)−δi,2p1(x , t)) + ε noise.

Générateur infinitésimal de la dynamique

A + BG + ε S .
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Objectif
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Limite
hydro

Objectif de l’étude

Energie au temps t :

E(t) :=
1
2 ∑

x∈Z
|p(x , t)|2 +

1
2 ∑

x∈Z
|q(x + 1, t)−q(x−1, t)|2

:= ∑
xi nZ

ex (t).

La dynamique préserve l’énergie et le moment. Soit µε la distribution
initiale de la dynamique.

Hypothèse naturelle sur le système

lim
ε→0

ε ∑
x∈Z

J(εx)Eµε [ex (0)] =
∫
R

W0(u)J(u)du.

Peut-on avoir une équation pour W (t,u) ?
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Distribution de Wigner

Soit (Ψ̂i)i∈{1,2} : R+×T→ C définit par

∀i ∈ {1,2}, (A + BG)[ψ̂i(k , t)] =−i ωi(k)ψ̂i(k , t).

On définit la distribution de Wigner W ε : [0,T ]×R×T→ R par

W ε(t,p,k) =
ε

2

2

∑
i=1

Eµε

[
ψ̂i
(
k− εp

2 , tε
−1)∗

ψ̂i
(
k + εp

2 , tε
−1)] .

Si J est une fonction lisse sur R alors〈
W ε(t),J

〉
= ε ∑

x∈Z
Eµε

[
ex
(
tε−1)]J(εx) + OJ(ε).

Pour comprendre le comportement macroscopique de l’énergie,
nous devons étudier celui de W ε.
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Équation de Boltzmann linéaire

Theorem (Basile,Olla,Komorowski, 09’ Saito,Sasada,Suda,
18’)

W ε converge vers f := (f1, f2) où pour (u,k) ∈ R×T

∂t fi(t,u,k) + v(k)
2π

∂ufi(t,u,k) = LB[fi ](t,u,k). Échelle mésoscopique

LB[fi ](t,u,k) =
2

∑
j=1

∫
T

θ
2
i (k)R(k ,k ′)θ

2
j (k ′)

(
fi(t,u,k ′)− fj(t,u,k)

)
dk ′.

Ici

v(k) =
4πsin(πk)cos(πk)√

sin2(πk) + B2

4

R(k ,k ′) = 16sin2(πk)sin(πk ′).

θ1(k) =

1
2

+
B

4
√

sin2(πk) + B2

4


1
2

θ2(k) =

1
2
− B

4
√

sin2(πk) + B2

4


1
2

.
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Processus markoviens de sauts

LB est le générateur infinitésimal d’un processus markovien de saut.

LB[fi ](u,k , t) =
2

∑
j=1

∫
T

θ
2
i (k)R(k ,k ′)θ

2
j (k ′)

(
fi (t,u,k ′)− fj (t,u,k)

)
dk ′.

=
2

∑
j=1

λ(k , i)
∫
T

P(k , i,dk ′, j)
(
fi (t,u,k ′)− fj (t,u,k)

)
dk ′.

Explication du processus :

Si (K (t), I(t)) = (k , i).

Le processus attend durant un temps λ(k , i).

Le processus passe de (k , i) à (k ′, j) avec probabilité P(k , i,k ′, j).

On définit

∀t ≥ 0, Zu(t) = u +
1

2π

∫ t

0
v(K (s)) .

Alors
fi (t,u,k) = E(k ,i)

[
f 0
I(t)(Zu(t),K (t))

]
.
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On note Nt le nombre de saut jusqu’au temps t .

Alors :

Zu(t) = u +
Nt

∑
n=1

λ(Kn, In)v(Kn).

Soit π la mesure invariante de la chaîne de Markov (Kn, In)n∈N. Alors pour r
suffisamment grand

π{(k , i)|, λ(k , i)v(k) > r} ∼

 r−
3
2 si B = 0.

r−
5
3 si B 6= 0.

Alors Zu converge vers un processus de Lévy.
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Limite hydrodynamique

Soit α ∈
{

3
2 ,

5
3

}

et ρ la solution sur [0,T ]×R de{
∂t ρ(t,u) =−D (−∆u)

α

2 ρ(t,u) Échelle macroscopique

ρ(0,u) = ρ0(u).
(1)

Alors on a :

lim
N→∞

2

∑
i=1

∫
T

∣∣∣∣fi(Nt,uN−
1
α ,k

)
− 1

2
ρ(t,u)

∣∣∣∣2 dk = 0,

Bilan :

L’hypothèse naturelle sur notre système était :

lim
ε→0

ε ∑
x∈Z

J(εx)Eµε [ex (0)] =
∫
R

W0(u)J(u)du.

La question était :

Peut-on obtenir une équation pour W (t,u) ?

OUI et l’équation est

∂t W (t,u) =−D (−∆u)
α

2 W (t,u).
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