GAETAN
CANE
LJAD,

UCA

ETUDE D’UNE TRANSITION DANS LA
SUPERDIFFUSION D’ENERGIE D’UNE CHAINE
D’OSCILLATEURS HARMONIQUES BRUITES

GAETAN CANE
LJAD, UCA

SEMINAIRE LANDAU
24/11/2021

1/16



Prélude sur la physique statistique

GAETAN
CANE
LJAD,

UCA

Prélude




Prélude sur la physique statistique

GAETAN
CANE

LJAD, Limite cinétique
uca

Prélude




Prélude sur la physique statistique

GAETAN
CANE
LJAD,

ucA Limite cinétique

Prélude

Limite Hydro




Prélude sur la physique statistique

GAETAN
CANE
LJAD,

ucA Limite cinétique

Limite HydrodyN Limite Hydro

Prélude

2/16



Chaine harmonique

e D 1te ST SN Ty S

CANE —1 0 1 y y+1 y+2

LJAD,
UCA

Dynarmique
microscopique

3/16



Chaine harmonique

- &NV 9----- ¢ V@@,

ot
e —1 0 1 y y+1 y+2
LJAD,
UCA

(g1(t,y),q2(t,y)) : position de la particule y au temps t.
(p1(t,y),p2(t,y)) : vitesse de la particule y au temps t.

=

<

SN—
I

Dynarmique
microscopique

3/16



Chaine harmonique

- &NV 9----- ¢ V@@,

e =i 0 1 y y+1 y+2
LJAD,
UCA
q(t,y) == (g1(t,y),q2(t,y)) : position de la particule y au temps t.
p(t,y) := (pi(t,y),p2(t,y)) : vitesse de la particule y au temps t.

Dynarmique
microscopique

Echelle microscopique ‘

3/16



Chaine harmonique

o S-SV -0 &1V -1V @
e —1 0 1 y y+1 y+2
LJAD,

UCA

q(t,y) == (g1(t,y),q2(t,y)) : position de la particule y au temps t.
oemee P(8,Y) = (P1(t,¥),p2(t,y)) : vitesse de la particule y au temps t.

Echelle microscopique ‘

d
aqf(t,y) = pi(t.y)

d
Ep;(t,y) = q(t,y+1)+q(t,y—1)—2qi(t,y)

3/16



Chaine harmonique

- "-eNV-e------- e\ "o -e -

CANE —1 0 1 y y+1 y+2
LJAD,
UCA

q(t,y) == (g1(t,y),q2(t,y)) : position de la particule y au temps t.
oemee P(8,Y) = (P1(t,¥),p2(t,y)) : vitesse de la particule y au temps t.

Echelle microscopique ‘

d
aqf(t,y) = pi(t.y)

—pi(t,y) = aqi(t,y+1)+a(t,y—1)—2q(t,y)
+ B(8i1p2(t,y) —i2pi(t,y))

3/16



Chaine harmonique

- "-eNV-e------- e\ "o -e -

CANE —1 0 1 y y+1 y+2
LJAD,
UCA

q(t,y) == (g1(t,y),q2(t,y)) : position de la particule y au temps t.
oemee P(8,Y) = (P1(t,¥),p2(t,y)) : vitesse de la particule y au temps t.

Echelle microscopique ‘

d
aqf(t,y) = pi(t.y)

—pi(t,y) = aqi(t,y+1)+a(t,y—1)—2q(t,y)
+ B(8i1p2(t,y) —Siopi(t,y)) +¢

3/16



Chaine harmonique

GAETAN '_/YYY\_.JYYY\_’ .,V ' ' I y.+1 ' ‘ ' y.+2

CANE
LJAD,
UCA

q(t,y) == (g1(t,y),q2(t,y)) : position de la particule y au temps t.
p(t,y) := (pi(t,y),p2(t,y)) : vitesse de la particule y au temps t.

Echelle microscopique ‘

d
aqf(t,y) = pi(t.y)

d
Ep;(t,y) = q(t,y+1)+q(t,y—1)—2qi(t,y)
+ B(8;1p2(t,y) —0i2p1(t,y)) +¢

Dynarmique
microscopique

Générateur infinitésimal de la dynamique
A+BG+e

3/16



Objectif de I'étude

Energie au temps ¢ :

GAETAN

CANE

LJAD, 1 1

uea E(t) = 5 Z |p(t7y)|2+§ Z ‘Q(t,y+1)_Q(t,}/—1)|2

YEZ YEZ

Objectif

4/16



Objectif de I'étude

Energie au temps ¢ :

GAETAN
CANE
LJAD, 1 1
uea E(t) = 5 Z |p(t7y)|2+§ Z ‘Q(t,y+1)_Q(t,}/—1)|2
YEZ yeZ
=) ().

Objectif }/EZ

4/16



Objectif de I'étude

Energie au temps ¢ :
GAETAN
CANE

LJAD, 1 1
uea E(t) = §Z|p(t,J/)|2+§Z‘Q(t,y+1)_Q(t,}/—1)|2
YEZ yeZ
=) ().
Objectif yEZ

La dynamique préserve I'énergie et le moment.

4/16



Objectif de I'étude

Energie au temps ¢ :
GAETAN
CANE

LJAD, 1 1
uea E(t) = §Z|p(t,J/)|2+§Z‘Q(t,y+1)_Q(t,}/—1)|2
YEZ yeZ
=) ().
Objectif yEZ

La dynamique préserve I'énergie et le moment. Soit 1€ la distribution
initiale de la dynamique.

4/16



Objectif de I'étude

Energie au temps ¢ :
GAETAN
CANE

LJAD, 1 1
uea E(t) = §Z|p(t,J/)|2+§Z‘Q(t,y+1)_Q(t,}/—1)|2
YEZ yeZ
=) ().
Objectif yEZ

La dynamique préserve I'énergie et le moment. Soit 1€ la distribution
initiale de la dynamique.

Hypothése naturelle sur le systéme :

4/16



Objectif de I'étude

Energie au temps ¢ :
GAETAN
CANE

LJAD, 1 1
uea E(t) = §Z|p(t,J/)|2+§Z‘Q(t,y+1)_Q(t,}/—1)|2
YEZ yeZ
=) ().
Objectif yEZ

La dynamique préserve I'énergie et le moment. Soit 1€ la distribution
initiale de la dynamique.

Hypothése naturelle sur le systéme :

ImeZJey e, (0 ]_/fwo J(u)du.

£—0

4/16



Objectif de I'étude

Energie au temps ¢ :
GAETAN
CANE

LJAD, 1 1
uea E(t) = §Z|p(t,J/)|2+§Z‘Q(t,y+1)_Q(t,}/—1)|2
YEZ yeZ
=) ().
Objectif yEZ

La dynamique préserve I'énergie et le moment. Soit 1€ la distribution
initiale de la dynamique.

Hypothése naturelle sur le systéme :

I|meZJ£y e, (0 ]_/wo J(u)du.

£—0

Peut-on avoir une équation macroscopique pour W (t,u) ?

4/16



Distribution de Wigner

P Soit (\T;,),e{m} :RT x T — C définit par
CANE ’
LJAD,

e vie{1,2}, (A+BG)Vi(tk)]=—iwi(k)yi(t k).

Distribution de
Wigner

5/16



Distribution de Wigner

P Soit (\T;,),e{m} :RT x T — C définit par
CANE ’
LJAD,

e vie{1,2}, (A+BG)Vi(tk)]=—iwi(k)yi(t k).

On définit la distribution de Wigner W : [0, T] x R x T — R par :

Distribution de
Wigner

5/16



Distribution de Wigner

P Soit (\T;,),e{m} :RT x T — C définit par
CANE ’
LJAD,

e vie{1,2}, (A+BG)Vi(tk)]=—iwi(k)yi(t k).

On définit la distribution de Wigner W : [0, T] x R x T — R par :

Distribution de
Wigner

2
Ws(t,p,k) = Z;}Eyg [{V\/( 71 k )W:( 71 k+8p):|

5/16



Distribution de Wigner

Soit (\TI,-),-E{LZ} :RT x T — C définit par

GAETAN
CANE
LJAD.

Ui vie{1,2}, (A+BG)Wi(t,k)] = —i oi(k)Fi(t,k).

On définit la distribution de Wigner W : [0, T] x R x T — R par :

e e 2 R ~ ~
Wetpk) = 2 Y B [Wi(te™ k—2) Wi (e k+%)].
i=1
Si J est une fonction lisse sur R alors :
(W y=2) Eele (te7")] J(ey) + Ou(e).
YEZ

Pour comprendre le comportement macroscopique de I’énergie,
nous devons étudier celui de /%,
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Lp[f](t,x, k) = Z{/Te,?(k)l?(k,k’)ef(k’) (fi(t, x, k") — £, x, k)) dk’.
=

lci : arusin(k) cos(mk)
vg(k) = “RSINITR) Cos =2 A(k, K') = 16sin?(mk) sin? (k).
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o ]P)(XQ = 1) :]P)(Xo = —1) = %
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Marche Soit t Z 0, on définit :
aléatoire
symmétrique
1 N2

e BN — A(0,1) par le résultat précédent.
e BN(-) — B(-) ou B(-) est un mouvement Brownien sur R.
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Lien avec I'équation de la chaleur

Soit x € R, on note B,(+) le mouvement Brownien partant de x. Alors pour

o tout ¢ > 0, By(t) a pour densité :
LJAD, 5
LY b
2t ’

UCA (t )_
pX 7y _\/TT”

Ainsi pour toute partie Ade R :
P(B(1) € A) = [ pxlt.y)ob.

Equation
dela
chaleur

Soit ug une fonction lisse on définit :
u(t,x) = Eluo(Bx(t))]

= / uo(y)px(t,y)dy
R

[ wtew (— .

On peut montrer que u est solution de :
a[U(t,X) = %AX [U] (t7X)a
u(0,x) = up(x).

_ 2
Ix —y| )dy.
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Retour sur I'équation de Boltzmann linéaire

Rappel : W& — f:=(f;,f) ol pour (x,k) ERx T :

34 (1, x, k) + Vzgtk)axﬁ(t,x,k) — La[f](t %, k),

avec :

2
LB[fi](X’k7t) = Z"B(kal)/T'DB(kﬂvdk/uj) (f,‘(t,X,kI)—ﬂ'(t,X,k)).
J=1
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de saut La[f](x,k,t) = sz(k,:)/ Pg(k,i,dk',j) (fi(t,x,k") — f(t,x, k)) .
j=1 T

On définit un processus stochastique (K(-),/(-)) par :
@ (K(0),/(0)) = (k,i).
@ Le processus attend durant un temps Ag(k, /).
@ Le processus passe de (k,i) a (k',j) avec probabilité Pg(k,i,k’,j).
On définit :
V>0, Z(t)=x+ 27 /o vg(K(s))ds.
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Processus markoviens de sauts

GAETAN VB(k)
IfJ/X\II:I)E atfi(t;)ﬂk)"‘ on axf,'(t,X7k):L5[f/](t7X,k)7
UCA avec :
Processus 2 g / /
de saut La[f](x,k,t) = sz(k,:)/ Pg(k,i,dk',j) (fi(t,x,k") — f(t,x, k)) .
j=1 T

On définit un processus stochastique (K(-),/(-)) par :

@ (K(0),/(0)) = (k,i).

@ Le processus attend durant un temps Ag(k, /).

@ Le processus passe de (k,i) a (k',j) avec probabilité Pg(k,i,k’,j).
On définit :

V>0, Z(t)=x+ 27 /o vg(K(s))ds.
Alors :
f(t,x,k) =E f,?(t)(zx(t),Kk(r))} > u(t,x) = E[uo (Bx(1))]-
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Processus
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Finalement c’est encore une histoire de marche

aléatoire

1 gt
Vi >0, zx(t):x+—/ Vi (K(s)) ds.
21 Jo

On note % le nombre de saut jusqu’au temps t. Alors :

2
Z(t) = x+ Y As(Kn, WVa(Kn) ~ Su(l) — lN Y X,

n=1 n=0
On définit og par :
5 3
aB:é Sl B7é0 (XBZE si B=0.
Alors :

N8t
_ 1
N~ Zyy (N*Et) =X+ Y (K, In)vB(Kn) = Lxs(t),
n=1

ol Ly g(+) est un processus de Lévy.
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Limite hydrodynamique

On rappelle que :

GAETAN

CANE "7 k

A oifi(t, x, k) + Et)axf,-(t,x,k) = Lp[f](t, x, k).
Limite

hydro
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La solution est donnée par :
imi 0
s fit,x, k) = B | £ (Z(1), Kic (1)) | -

13/16



Limite hydrodynamique

On rappelle que :

GAETAN

CANE VB(k)
Lap. ofi(t, x, k) + = oxfi(t, x, k) = Lg[f](t,x, k).
La solution est donnée par :
e f(t,x, k) = E [ (Z:(0), k(D)

Soitp la solution sur [0, T] x R de :

{ 9ip(t,x) = —D(—Ay)
p(0,x) = p°(x).

aB
2

PEBYM Echelle macroscopique (1)
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Limite hydrodynamique

On rappelle que :

GAETAN

CANE VB(k)
Lap. o:fi(t, x, k) + - oxfi(t, x, k) = Lg[fi](t, x, k).
La solution est donnée par :
e f(t,x, k) = E [ (Z:(0), k(D)

Soitp la solution sur [0, T] x R de :

o
{arpu,x)—D(Ax)fp(f»x)v )

p(0,x) = p°(x).

Théoreme (Jara,Olla,Komorowski, 10’ Saito,Sasada,Suda, 18’)

2
lim Z/
N=eo 3 JT

2

'
fi(N2t, XN, K) = ~p(t,x)| dk =0.
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Bilan provisoire et nouvelle question

Lhypothese naturelle sur notre systeme était :
GAETAN
CANE

o lime 3 J(e9)Ex e, (0] [ wh(w)(w)du.

Limite
hydro
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Bilan provisoire et nouvelle question

Lhypothese naturelle sur notre systeme était :

GAETAN

CANE
o lim gyezz J(ey)E, [e, (0)] = /R Wh(u)J(u)du.
La question était :
Limite
e Peut-on obtenir une équation pour W(t,u) ?

OUI et I'équation est :

o

o W(t,x) = —D(—=Ax) 2 W(t,x),
ou :
(03 _ O si B0 et o _3 si B=0
B=3 B=5 =0.
e Limite en une étape pour B = 0 [Jara,Olla,Komorowski "15] .

Que se passe-t-il si on pose By := BN~% avec B #0etd>0?

14/16



Un processus d’interpolation

Soit By := BN~% avec B# 0 et § > 0.

GAETAN
CANE
LJAD,

UCA

Epilogue
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Un processus d’interpolation

Soit By := BN~% avec B# 0 et § > 0.

GAETAN

CANE Vp K

e (1) + Y2 01, ) = L, [0, ).
Eol La solution est donnée par :

pilogue

(8% K) = E [, (20, K (0)]
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Un processus d’interpolation

Soit By := BN~% avec B# 0 et § > 0.

GAETAN

CANE Vp (k)

LiAD 0, (t,x,k) + gTaxf,-N(Lx, k) = Lg, [fV](t,x, k).
Epllogue La solution est donnée par :

(8% K) = E [, (20, K (0)]

On définit 'opérateur D par :
1

(A0 M) si 8> 1,

Ds[wl(y) ={ Je FIWI(E)Pa(E)exp(2iyE)dE si 8= 3,

—(—A)8MI(y) si d<i.
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Un processus d’interpolation

Soit By := BN~% avec B# 0 et § > 0.

GAETAN

CANE Vp (k)
LiAD 0, (t,x,k) + gTaxf,-N(Lx, k) = Lg, [fV](t,x, k).
Epllogue La solution est donnée par :

(8% K) = E [, (20, K (0)]
On définit l'opérateur D par :
— (D) () si 8>,
Dslwl(y) = { Je FIWI(E)Ps(E)exp(2iyE)dE si §=1,
~(-D)P () s 8< i

Soit p la solution sur [0, T] X R de 'EDP :

{ atp(tﬂx) = Ds [P] (l‘,X)
p(0,x) = p°(x).
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Une EDP d’interpolation

On définit :
GAETAN

b, o 50 si 60< ! et o, 3 )
, = — — =— si
Uea 87 73 2 575

Vv
r\a'\ —

Epilogue
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Une EDP d’interpolation

On définit :
GAETAN

CANE 5—5 1 3
Og=—— si 0<- et Og=—= si &
ea °T 73 2 8= 2

Vv
r\a'\ —

Epilogue

Théoreme (Cane '21)

2
vte[o, 7], VxeR, lm Z/|;;N(N“at,Nx,k)—p(t,x)|2dk:o.
= v T

16/16
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