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Distribution de Wigner

Soit (\TI,-),-E{LZ} :R* x T — C définit par :

GAETAN
CANE
LJAD.

Ui vie{1,2}, (A+BG)Wi(t,k)] = —i oi(k)Fi(t,k).

On définit la distribution de Wigner W : [0, T] x R x T — R par :

e e 2 R ~ ~
Wetpk) = 2 Y B [Wi(te™ k—2) Wi (e k+%)].
i=1
Si J est une fonction lisse sur R alors :
(W y=2) Eele (te7")] J(ey) + Ou(e).
YEZ

Pour comprendre le comportement macroscopique de I’énergie,
nous devons étudier celui de /%,
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Equation de Boltzmann linéaire

eerme  Théoréme (Basile,Olla,Komorowski, 09' Saito,Sasada,Suda,

CANE ’
LJAD, 1 8 )

UCA
‘WE converge vers f .= (f;,f,) ot pour (u,k) e R x T :

0t x,K)-+ 820,113, K) = Lol (1, . ).

Equation de
Boltzmann

2
Lp[f](t,x, k) = Z{/Te,?(k)l?(k,k’)ef(k’) (fi(t, x, k") — £, x, k)) dk’.
=

lci : arusin(k) cos(mk)
vg(k) = “RSINITR) Cos =2 A(k, K') = 16sin?(mk) sin? (k).
sin?(mk) + 5

1

1 B % 1 B
(k)= s+ ——m—-ro | Bl)= |- ————o
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Soient b € R et a > 0. Soit v une mesure de Lévy sur R, id est :

/* min (1,7%) av(r) < ee.

On dit que Yy est un processus de Lévy partant de x € R si et seulement si :

Définition

VO eR, Elexp(i0Yy(t))] =E[exp(tdy(0)+i0x)],
avec :

Gy(0) = ib0— 56 + /R (exp (i0r) — 1 —i6r) av(r).

@ Sib=v=0alors Yy(-) := Bx(:) ol By(+) est un Mouvement Brownien.

® SoitA >0,sia=b=0etVv:=Ad alors Yy(-) est un processus de
Poisson de paramétre A.
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Processus a-stable et générateur infinitésimal

e Oy (0) = b0 — 56 + /R (exp (i6r) — 1 —18r) av(r).
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Retour sur I'équation de Boltzmann linéaire

GAETAN
C
LIAD, Rappel : W — f:= (f;,f) ol pour (x,k) ER X T :

UCA

A0, k) + B 11, K) = Lalfl(t x.K),

avec .

Lg[fi](x, k, t)

Z/e2 R(k, K")6Z (K') (fi(t,x,K') — fi(t,x,k)) ok’

= Zkg(k,i)/PB(k,i,dk’,j)(ﬁ(t,x,k')—)j-(t,x,k)).
j=1 T

Lg est le générateur infinitésimal d’un processus de saut.
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IfJ/X\II:I)E atfi(t;)ﬂk)"‘ on axf,'(t,X7k):L5[f/](t7X,k)7
e avec :
Processus 2
de saut LB[fi](Xakzt) = sz(k")/TPB(k"’ dk/7/) (fi(LX’ k/) _ )?-(LX, k)) .
=

On définit un processus stochastique (K(-),/(-)) par :
o (K(0),/(0)) = (k. i)
@ Le processus attend durant un temps Ag(k, /).
@ Le processus passe de (k,i) a (k',j) avec probabilité Pg(k,i,k’,j).
On définit : | gt
VE>0, Z(f)=x+ ﬁ/o v (K(s)) ds.

Alors :
h(t, %K) = Eqep [ 120, K(0)]
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Etude d’une marche aléatoire particuliére

On rappelle que :
GAETAN
CANE

1 st
Ton V>0, Z(t)=x+o- / va(K(s))ds.
21 Jo
Processus .
de saut On note %} le nombre de saut jusqu’au temps t. Alors :

2
Z(t)=x+ Y Aa(Kn, In)va(Kn).
n=1

On définit : 5 .
odgp=—- si B#0 oag=—- si B=0.
B=3 # B= 5
On note mg la mesure invariante de (Kp, In) nen-
Soit r # 0, alors on a :

Jim N®mg ({(k, )], Aa(k,i)va(k) > Nr}) =
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Limites hydrodynamiques

GAETAN Théoreme (Jara,Olla,Komorowski, 10’ Saito,Sasada,Suda, 18’)
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Limite
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Limites hydrodynamiques

GAETAN Théoreme (Jara,Olla,Komorowski, 10’ Saito,Sasada,Suda, 18’)
CANE

LJAD,

Jon Les lois finis-dimensionnelles de N~'Z, (N&-) converge faiblement vers
Yx.8(-) ot Yy 5(+) est un processus de Lévy de mesure dv(r) := |r|~*~".
Limite Le générateur infinitésimal de Y, g(-) est f(fA)aTB.
hydro

Soit p la solution sur [0, T] x R de :

o
{ p(tx) = —D(=:) % p(t.x),
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0(0,) = p°() W
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Jon Les lois finis-dimensionnelles de N~'Z, (N&-) converge faiblement vers
Yx.8(-) ot Yy 5(+) est un processus de Lévy de mesure dv(r) := |r|~*~".
Limite Le générateur infinitésimal de Y, g(-) est f(fA)aTB.
hydro

Soit p la solution sur [0, T] x R de :

o
{arp(M)——D(—Ax)fp(nx»

] 1
p(0,x) = p°(x). v

Théoréme (Jara,Olla,Komorowski, 10’ Saito,Sasada,Suda, 18’)

2

imy [

i=1

2
dk = 0.

1
f; (N*Bt, xN, k) — Ep(t,x)
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Bilan provisoire et nouvelle question

Lhypothese naturelle sur notre systeme était :

GAETAN

CANE
o lim gyEZZ J(ey)E, [ex (0)] = /R Wh(u)J(u)du.
La question était :
Limite
e Peut-on obtenir une équation pour W(t,u) ?

OUI et I'équation est :

o

o W(t,x) = —D(—=Ax) 2 W(t,x),
ou :
(03 _ O si B0 et o _3 si B=0
B=3 B=5 =0.
e Limite en une étape pour B = 0 [Jara,Olla,Komorowski "15] .

Que se passe-t-il si on pose By := BN~% avec B #0etd>0?
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Soit By := BN~ avec B # 0 et § > 0. On définit :
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(XS:T Si 8<§ et a§:§
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Un processus d’interpolation

Soit By := BN~ avec B # 0 et § > 0. On définit :

5-38
U= —5— si

N =

1 3
d<- et ag== si 0>
2 2
Maintenant on travaille avec un tableau (K, IN) cn.
On note Ttg,, la mesure invariante de (KN, IN) ,cn.
Soit r £ 0 alors :

lim N%mg, ({(k,i)|,

N—poo

Mgy (K, )VBy (k) > Nr}):=vs=
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GAETAN
CANE
LJAD,
UCA

Epilogue

Un processus d’interpolation

Soit By := BN~ avec B # 0 et § > 0. On définit :

5-06 1 3 1
Og=—— si 0<—- et Og=—= si &6>-—.
3 2 2 2
Maintenant on travaille avec un tableau (K, IN) cn.
On note Ttg,, la mesure invariante de (KN, IN) ,cn.
Soit r £ 0 alors :
Ir|"2 si 8>1,

Jlim Nmgy ({(k, )|, Aay(k,i)vey(k) > Nr}):=vs={ vs(r) si 8=3,

Théoréme (Cane '21)

Les lois finis-dimensionnelles de N~'Z}, (N%-) converge faiblement vers
Y, 5(-) ot Yy 5(-) est un processus de Lévy de mesure V.
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Une EDP d’interpolation

Le genérateur infinitésimal de Y, 5 est I'opérateur Ds ou :

— (8D M) s 8>,
DY) =3 o FVIE)Pa(E)exp(2ixE)dE si 8=,

—(—A)8Iy) si d<i.
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Dolvl(y) = Ju FIWIE)Pa(E)exp (21XE) & si 5= 1,

5 .
(=D Wly) si 8<3.
Soit p la solution sur [0, T] x R de 'EDP :

{ 9ip(t,x) = Ds [p] (t,x)
p(0,x) = p°(x).

Théoreme (Cane '21)

2
vte[o, 7], VxeR, lm Z/|f,.’V(N°‘8t,Nx,k)—p(t,x)fdk:o.
=T
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